
nl. /. Hrnt Mass Trarfer. Vol. 7, pp. 215-228. Pergamon Press 1964. Printed in Great Britain 

TEMPERATURVERTEILUNGEN IN DER TURBULENTEN 

GRENZSCHTCHT AN DER EBENEN PLATTE.! 

J. C. ROTTA 

Aerodynamische Versuchsanstalt Gottingen 

(.!%gegu~e~ 25 Jurri 1963) 

~~~~~g-Der Einfluss der turbulenten Prandtl-Zahl ~erh~ltnis der Austau~hk~~z~enten 
ftir Impuls and W~rme) auf die Tem~raturverteilungen in der turbulenten Grenzschicht an derebenen 
Platte bei inkompr~sibler Stromung wird rechnerisch unte~u~ht. Fiir die beiden F&he “Eigener- 
w&mung” und “W~rme~~rtragung bei konstanter Wandtemperatur” werden die Wandgesetze und 
die Temperaturverteilungen im ausseren Grenzschichtteii bei beliebigen Verteilungen der turbulenten 
Prandtl-Zahl angegeben und WIrmetihertragungszahl und Recovery-Faktor berechnet. Die Ergehnisse 

werden diskutiert. 

BEZEICHNUNGEN 

x, Y, Koordinaten, x in Strii- 
mungsrichtung, y sen- 
krecht zur Wand ; 

u, v, mittlere Geschwindig- 
keitskomponenten; 

% 0, w, Komponenten der Ge- 
schwindigkeitsschwan- 
kungen; 

T, mittlere Temperatur; 
6, Temperaturschwan- 

kungen ; 
Tlh Eigentemperatur der 

Wand ; 
TV, mittlere Cesamttempera- 

tur, GI. (6.9); 
P1 Druckschwankungen; 
I% Dichte; 
El? lJ = E”lPr Z~higkeit, kinemati~he 

Z~higkeit; 
‘4 W~rmeleitzahl; 
CP, Spezifische W&me bei 

konstantem Druck ; 
Pr, Prandtl-Zahl ; 

at, turbulente Prandtl-Zahl; 

;?- 

Schubspannung ; 
Warmefluss, positiv bei 
Warmefluss in Richtung 
auf die Wand ; 

---. ------ 
7 Auszugsweise vorgetragen auf der GA~M-Tagung 

Karisruhe, April 1963. 

. . 

1: = [r (1 - $) ~~[r~~~~~~~(-Ji&e; 
u 7) Schubspannungsge- 

schwindigkeit ; 

fq- W~rmestromtem~ratur; 

Srtlicher Reibungs~i- 

y, 

wert ; 
Warmeiibergangszahl 
(Stanton-Zahl); 
Recovery-Faktor; 
Gesamtdissipation; 
turbulente Dissipation; 
Geschwindigkeitsverlust- 
funktion; 
dimensionslose Vertei- 
iungsfunktion der Tem- 
peratur bei W~rme~ber- 
tragung ; 
dimensionslose Vertei- 
hmgsfunktion der Tem- 
peratur durch Eigen- 
erwarmung ; 
dimensionslose Vertei- 
lungsfunktion der Schub- 
spannung ; 

Konstanten der Tempera- 
turwandgesetze; 
Tempe~turzsu~tzvertei- 
lungen ; 
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Ao, 30, Werte von A(F) und B(F) 
fiir y -+ 0, 

Indices 
M’ 9 Wand ; 
cu 9 Rand der Grenzschicht. 

1. EINLEJTUNG 

UBER W~rme~ber~agung und Temperatur- 
verteilung in turbulenten Grenzschichten bei 
inkompressibler Str~mung sind viele theore- 
tische und experimentelle Arbeiten bekannt 
geworden, und es liegen brauchbare Abschat- 
zungsfo~e1n vor, Indessen interessiert man 
sich such fur weitergehende Fragen, z.B. fur 
die Warmetibertragung bei hohen Mach-Zahlen, 
wenn die Temperatur- und Ge~hwindigkeits- 
verteilungen in wechselseitiger Beziehung stehen, 
ferner wenn bei extrem hohen Temperaturen 
chemische Reaktionen auftreten, sowie wenn 
zur Kiihlung ein Fremdgas aus der Obert%iche in 
die Grenzschicht einstriimt (ZweistoII-Grenz- 
schichten}. Will man die theoretische Behand- 
lung derartiger Fragen in Angriff nehmen, so 
muss man sich auf Erfahrungen stiitzen, die man 
im einfachen Fall inkompressibler Striimung 
gesammelt hat. In jedem Fall ist es wichtig, dass 
man die Vorgiinge bei der Warmetibertragung 
in i~ompressib1er Stromung mijglichst genau 
verstanden hat. Einen Beitrag hierzu zu liefern, 
ist das Ziel der vorliegenden Arbeit. Sie stellt 
eine Teiluntersuchung im Rahmen eines grosseren 
Forsch~gsprogrammes iiber Gre~schichten 
mit Warmeiibertragung dar. 

2. A~GABENSTELLUNG 

Es werden nur so kleine Temperaturdifferen- 
zen zugelassen, dass sie die Stoffwerte (Dichte p, 
Z%higkeit p, W~rmeleitf~higkeit h, spezifische 
Warme cp) nicht nennenswert beeinflussen. Die 
Striimung bleibt dann von der Temperatur- 
verteiiung unabh~ngig. Wir nehmen deshalb 
die Geschwindigkeitsverteilung als bekannt an 
und setzen nur voraus, dass diese Geschwindig- 
keitsverteilung die Str~mungsgleichungen be- 
fiiedigt, d.h. eine L&sung der Navier-Stokesschen 
Differentialgleichungen hinreichend genau an- 
n3hert. 

Die Aufgabenstellung beginnt mit der Frage: 
Was muss man wissen, urn bei gegebener 

Verteilung der gemittelten Geschwindigkeit die 
Temperaturverteil~gen berechnen zu kiinnen. 
Nun, vor allem muss man tiber den W&me- 
transport in turbulenter St&mung etwas wissen. 
Es liegen theoretische und experimentelle Unter- 
suchungen hieriiber vor; die praktische Behand- 
lung von Aufgaben der vbrleigenden Art geht 
von der durch Erfahrung gestiitzten Erkenntnis 
aus, dass der Transport von Warme &.nlich 
dem von Impuls ablauft. Der Transport von 
Impuls quer zur Wand wird durch die scheinbare 
Schubspannung rt = - pG beschrieben, der 
Transport von W&me durch den turbulenten 
W~rmefluss qt = -cppG, wobei ti und u die 
Schwankungen der Ge~hwindigkeiten in x- 
bzw. y-Richtung, 6 die Temperaturschwan- 
kungen, p die Dichte und cp die spezifische 
Warme bei konstantem Druck sind. Aus der 
Ahnlichkeit der Transporterscheinungen folgt 
die Beziehung 

mit U = mittlere Geschwindigkeit in x-Richtung, 
T = mittlere Temperatur und y = Abstand von 
der Wand. 

In (2.1) ist (rt eine dimensionslose Griisse, die 
man als turbulente Prandtl-Zahi bezeichnet (in 
Anlehnung an die Prandtl-Zahl Pr = c&h der 
molekularen Transporterscheinungen).t Die 
scheinbare Schubspannung kann man aus dem 
Kr~ftegleichgewicht berechnen, wenn die Ge- 
schwindigkeitsve~eilung gegeben ist. Fails such 
ut, das im allgemeinen eine Funktion des Ortes 
sein wird, bekannt ist, enth%It das Gleichungs- 
system fur T, das aus Energiegleichung und (2.1) 
besteht, keine wesentlichen Unbestimmtheiten 
-~____-~ -_ 

t Unter Verwendung van Austausch-Ansiitzen ‘6 = 
.4,ZW& und qt = A@T/ay ist CQ = A,/AP das Verhgltnis 
der Austausch~~~en. Die Austauschans~t~ selbst 
werden jedoch nicht benotigt. Die physikalische Grund- 
lage von (2.1) ist der Umstand, dass die u- und 9- 
Schwankungen im grossen lhnlichen Gesetzen unter- 
liegen. Das Vorhandensein von Gradienten WI@ und 
BT/ay ruft deshalb eine starke Korrelation zwischen den 
I(- und Wchwankungen hervor; die GriSssen der Schwan- 
kungen stehen im gleichen Verhiiltnis zueinander wie 
die Gradienten. Aus der gIeic~iti~n Korrelation 
zwischen u und a kann man dann auf die Korrelation 
zwischen & und v schliessen. 
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mehr, so dass die Temperaturve~eilungen mit 
guter Naherung berechnet werden konnen. 

Man kann ut nur aus gleichzeitigen Messungen 
von Temperatur- und Geschwindigkeitsverteii- 
ung bestimmen, und dabei sind die Ergebnisse 
gewohnlich ziemlich ungenau, denn die Ermitt- 
lung der Differentialquotienten &!J/ay und aT/ay 
aus den gemessenen Verteilungen ist stets mit 
Unsicherheit behaftet. Nach vorliegenden Aus- 
wertungen scheint at immer zwischen l/2 und 1 
zu liegen. Die zuverltissigsten Werte, die aus 
der Eigenerw~rmung der Str~mung in einem 
Rohr ermittelt wurden, stammen wohl von 
H. Ludwieg [I] Man Weiss aber nicht, wie weit 
man diese Werte bei Grenzschichten und im 
Fall der WBrmeiibertragung anwenden darf. 
Fur die W%rmeiibertragung in der Grenz- 
schicht liegt ein Versuchergebnis von Johnson [2] 
vor, das mit den Ludwiegschen Angaben ver- 
tdglich ist ; die einzelnen Versuchspunkte streuen 
jedoch erheblich. 

Die Versuchsergebnisse sind also liickenhaft. 
Daneben darf man such den NHherungs- 
charakter von (2.1) nicht iibersehen. Die 
t~bulenten Transportvorg~nge werden z.B. 
nicht nur durch die 6rtlichen Gradienten 
%J/ay und aTjay, sondern such mit durch die 
hijheren Ableitungen bestimmt. Atso selbst 
wenn man zuverl%ssige Daten von ut hat, wird 
bei Ubertragung auf andere Falle eine gewisse 
Unsicherheit in die Rechnung einfliessen. Diese 
Argumente legen nahe, das Problem einmal 
umzukehren und zu fragen: Wie wirken sich 
verschiedene Annahmen iiber ut auf die 
Temperaturverteilungen und den Warmeiiber- 
gang aus? Zur Beantwortung dieser Fragen 
sollen die Temperaturverteil~gen, Eigentem- 
peraturen und W~rme~~rgangs~hlen fiir ver- 
schiedene Verteilungen von ct berechnet werden. 

Wegen der eingefiihrten BeschCnkungen auf 
kleine Temperaturdifferenzen ist die Energie- 
gleichung linear in T, so dass man die Gesamt- 
liisung aus Teillosungen aufbauen kann. Im 
folgenden sollen zwei kennzeichnende Falle 
dieser Teillosungen behandelt werden. Der 
erste ist die Eigenerwlrmung, die sich bei 
warmeisolierter OberflHche einstellt (such Ther- 
mometerproblem genannt). Praktisches Interesse 
hat diese Verteilung nur bei grossen Geschwin- 
digkeiten. Da es sich im Vorliegenden um eine 

g~nd~tzliche Untersuchung handelt, gibt sie 
such bei den in Frage stehenden kleinen Ge- 
schwindigkeiten Aufschliisse und fiihrt zur 
Bestimmung des Recovery-Faktors 

2c, (Te - Tco) 
Y = __------ 

u; ’ (2.2) 

wobei Te die Eigentemperatur der Oberflache, 
Tm und U, Temperatur und Geschwindigkeit 
ausserhalb der Grenzschicht sind. 

Als zweiter Fall sol1 der Warmeubergang 
untersucht werden, wenn die Wandtemperatur 
Tw die ~igentemperatur urn einen konstanten 
Betrag iiberschreitet. DieseTem~ratu~erteilung 
ergibt die W~rme~bergangszahl oder Stanton- 
Zahl fur gleichmassige Erwarmung der Wand 

St = ..- -qw -- __ 
cp pUco(Tw - 7-e)’ (2.3) 

3. ENERGIEGLEICHUNG 

Die Temperaturverteilungen miissen der 
Energiegleichung geniigen, die mit den Grenz- 
schichtvereinfachungen fiir turbulente Grenz- 
schichten an der ebenen Platte 

lautet, wobei h die Warmeleitfahigkeit und p die 
Druckschwankungen sind. Diese Gleichung gilt 
speziell fur StrGmungen idealer Case bei 
verschwindender Mach-Zahl. Die Dissipation E 
der Masseneinheit setzt sich additiv aus der 
direkten Dissipation v(%J/ay)2, die nur in 
Wand&he wichtig ist, und der turbulenten 
Dissipation z zusammen : 

(3.2) 

wobei v = p/p die kinematische Zahigkeit ist. 
Die turbulente Dissipation sol1 aus der Gleichung 
fur den Energiehaushalt der Turbulenzbewegung 
ermittelt werden. Diese Gleichune hat die Form 



wobei bier q2 -= ua + v2 + w2 gesetzt wurde. 
Es treten hierbei mehrere Turbulenzglieder auf, 
iiber die man ohne weiteres nichts aussagen 
kann; nur G> IHsst sich aus der mittleren Ge- 
schwindigkeitsverteilung berechnen. Urn einen 
uberblick zuvermitteln, sind in Bild 1 die 
einzelnen Glieder von (3.3) dargestellt, wie sie 

BILD 1. Zum Ener8~eglei~hgewicht der Turbulenz- 
bewegung. 

sich aus Messungen von Klebanoff [4] ergeben. 
Dabei wurde zur Verdeutlichung bei den 
griisseren y/S-Werten der Ordinatenmassstab 
zehnfach vergriissert. Der konvektive Transport 
van kinematischer Schwankungsenergie, durch 
den ersten Klammerausdruck von (3.3) darge- 
stellt, und der Energietransport durch turbulente 
Diffusion, ausgedriickt durch das dritte Glied, 
werden nur im gussersten Teil der Grenzschicht 
wichtig und halten sich ann~llernd die Waage. 
Bei dcr turbulenten Diffusion interessiert hier 
nur der Anteil $ ?jq/ay,t da die “Druck- 
diffusion” Sz/ay in (3.1) wie such in (3.3) 
additiv neben der Dissipation erscheint. Der 
durch das letzte Glied auf der linken Seite von 
(3.3) beschriebene Energietransport durch die 
Zfihigkeit bekommt nur in der Unterschicht 
nennenswerte Griisse. Fast iiber die ganze 
Grenzschicht wird die Dissipation E zum 
griisseren Teil durch die Arbeit der scheinbaren 
Schubspannung --E bulky kompensiert. Je 
._. _ .~__._____-_______..----- _ 

t Dieses Glied wurde auf Grund der gemessenen 
Geschwindigkeitsschwankungen und des Intermittenz- 
faktors abgeschltzt, vgl. [3] S. 93 ff. 
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nBher man der Wand kommt, umso grijsser 
werden diese beiden Glieder. Die Arbeit der 
scheinbaren Schubspanmungen erreicht im Ab- 
stand y/8 = 0,005 ihren Griisstwert von 650 
(in den Einheiten von Bild 1). In der Unter- 
schicht dominiert die direkte Dissipation, sie 
hat an der Wand ihren GrBsstwert von 2600. 
Angesichts dieser Verh&nisse erscheint es als 
gerechtfertigt, bei der Berechnung der Tempera- 
turverteilungen die t~bulente Dissipation plus 
Druckdiffusion gleich der Arbeit der scheinbaren 
Schubspannung anzunehmen, also 

zu setzen, Damit bekommt die Energiegleichung 
die Form 

Ermittelt man z aus der Geschwindigkeits- 
verteilung (vgl. Abschnitt 4) und gibt in Gl. (2.1) 
o1 als Funktion von y vor, so tritt als einzige 
Unbekannte die Temperatur T auf. 

Im Falle der Eigenerw~rmung lauten die 
Randbedingungen: 

Bei der Wsrmeiibertragung von der Platte an 
die Striimung (oder umgekehrt) kann man 
Lijsungen der homogenen Differentialgleichung 
von (3.5) verwenden: 

(3.6) 

Fiir den hier betrachteten Fall sind die zuge- 
harigen Randbedingungen: 

y-L. O:T--T,,j=konst.;y-+co:T=Tm. 

Damit ist die Aufgabe such mathematisch 
formuliert. 

Temperaturvertei~ungen in turbulenten Grenz- 
schichten mit versnderlicher Prandtl-Zahl wur- 
den formal schon von van Driest [5] behandelt. 
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Dort werden die Integrale fiir den allgemeinen 
Fall angegeben, bei der weiteren Bearbeitung 
wird aber fur die Schubspannungsverteilung eine 
Naherung eingefiihrt und numerisch nur der 
Fall konstanter Werte fiir Pr und ut ausgewertet. 
Van Driest erhalt unter diesen Annahmen 
geschlossene Ausdriicke fur Recovery-Faktor 
und die Warmeiibergangszahl. In der vorliegen- 
den Arbeit wird auf geschlossene Liisungen 
geringer Wert gelegt; es werden deshalb keine 
weiteren Vereinfachungen eingeftihrt. 

4. GESCHWINDIGKEITSVERTEILUNG 

Die Verteilung der gemittelten Geschwindigkeit 
U wird in der Nahe der Wand durch das univer- 
selle Wandgesetz U = u,f(yu,/v) dargestellt, 
das ausserhalb der Unterschicht die Form 

U = u, [(l/K) ln (yu,lv) + Cl (4.1) 

hat. Im Aussenteil gilt das “Geschwlndigkeits- 
verlustgesetz” 

U, - U = u, F(y/S). (4.2) 

Dabei ist u, = d(~~/p) die Schubspannungs- 
geschwindigkeit, K und C sind universelle 
Konstanten undf(p,/v) und F(y/S) dimensions- 
lose Funktionen von yu,/v bzw. y/S, die fiir die 
Grenzschicht an der ebenen, glatten Platte als 
universe11 angesehen werden konnen. Die wegen 
(2.1) beniitigte Verteilung der scheinbaren 
Schubspannung lasst sich durch 

- p7;; = 710 v (y/S) (4.3) 

ausdrticken; sie wird aus der Grenzschicht- 
gleichung 

und der Kontinuitatsgleichung 

ermittelt. Setzt man (4.2) und (4.3) in (4.4) und 
(4.5) ein, so ergibt die Integration mit 71 = y/S 
(vgl. [31) 

Q)(r)) = 1 - 

Dabei wurde filr u,/U, = 2/(cf/2) = w ge- 
schrieben. Diese Beziehung gilt fur alle y 
ausserhalb der Unterschicht. Die den nume- 
rischen Rechnungen zugrunde gelegten Funk- 
tionen sind im Anhang gegeben. 

5. WANDGESETZE mR DIE TEMPERATUR- 
VERTEILUNGEN 

Ahnlich wie fiir die Geschwindigkeitsver- 
teihmg [vgl. (4.1)] gibt es bei kleinen y-Werten 
such Wandgesetze fur die Temperaturver- 
teilungen, die auf der Voraussetzung beruhen 
dass die Glieder der linken Seiten von (4.4), 
(3.5) und (3.6) vernachlassigt werden konnen. 
Der allgemeinere Fall ftir kompressible turbu- 
lente Grenzschichten wurde vom Verfasser 
bereits behandelt [6]. Schon vorher hatte 
Reichardt [7] das Wandgesetz fiir den Fall der 
Warmetibertragung angegeben. Daher kiinnen 
wir uns hier kurz fassen. Da sich die Giiltigkeit 
der Wandgesetze nur auf eine sehr diinne 
Schicht an der Wand beschrankt, kann man die 
turbulente Prandtl-Zahl ut konstant gleich dem 
Wert otw an der Wand setzen. Auch innerhalb 
der Unterschicht sol1 ut = utW sein; dies ist 
zumindest die einfachste und nachstliegende 
Annahme. Tatsachlich ist iiber die Transport- 
vorgange in der Unterschicht nichts bekannt. 

Bei dem Fall der Warmeiibertragung ist eine 
von Squire [8] eingeftihrte G&se t, zweckmassig, 
die den Namen “Warrnestromtemperatur” 
erhalten sol1 : 

- Qw 
tp = ___ 

P CP UT’ (5-l) 

Mit dieser Griisse lautet das Wandgesetz fur 
die Temperatur infolge Warmetibertragung (von 
der Wand auf die Stromung) 

T = Tw - tq 
U 

utw u + (Pr - utw) a . 
T 

(5.2) 

Dabei ist a(Pr/utw) eine dimensionslose Grosse, 
die ausserhalb der Unterschicht nur eine Funk- 
tion des Verhaltnisses Pr/utw (= Pr’, allgemeine 
Prandtl-Zahl nach Reichardt [7]), also konstant, 
ist. 

Fur die Eigenerwarrnung gilt das Temperatur- 
wandgesetz 

HM 7 G 
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u= uf T=T,-uot,r----(h-&b 
P 2% 

Dabei ist b(Pr/utw) ahnlich wie a(Pr/at,) in (5.2) 
dimensionslos und ausserhalb der Unter- 
schicht nur von Pr/utw abhangig. Bei gegebener 
Geschwindigkeitsverteilung in der Unterschicht 
kiinnen @r/at,) und b(Pr/ut,) durch [ntegration 
der vereinfachten Energiegleichung (3.5) bzw. 
(3.6) berechnet werden. Den in Bild 2 darge- 
stellten Ergebnissen wurde eine Geschwindig- 
keitsverteilung nach der von van Driest [9] 
gegebenen Formel zugrunde gelegt (vgl. Anhang). 
Die Grossen a und b wurden dabei fur Pr = 0,72 
(Luft) iiber atw aufgetragen. 

BILD 2. Konstanten der Temperaturwandgesezte Gl. 
(5.2) und (5.3). 

6. iiUSSERE TEMPERATURVERTEILUNGEN 

Nach Einfiihrung der Temperaturwand- 
gesetze ist es ein log&her Schritt, fiir die 
Temperaturverteilungen im lusseren Grenz- 
schichtteil dimensionslose Darstellungen zu 
wahlen, die sich an das Geschwindigkeits- 
verlustgesetz (4.2) anlehnen. Die Wandtem- 
peratur T,,, darf dabei nicht auftreten. Solche 
Darstellungen sind fiir den Fall der Warme- 
tibertragung 

(6.1) 

und fiir die Eigenerwarmung 

T - Tm 
___-- = Y(T). 
u, uco/2c, 

(6.2) 

Wenn man diese Ansatze und (2.1) sowie (4.3) 
einftihrt. Ibst sich die Energiegleichung fiir 
die beiden Falle integrieren. Dabei kann das 
Glied haTjay fortgelassen werden, da die 
molekulare Warmeleitung nur in der Unter- 
schicht nennenswerte G&se hat, vorausgesetzt 
die Prandtl-Zahl ist von der Grossenordnung 1. 
Ferner, da F eine feste Funktion von T ist, 
kann man @ und Y von (6.1) und (6.2) als 
Funktion von F ausdriicken. Die Herleitung 
geht ahnlich wie bei van Driest [5] und fiihrt 
auf Formeln, die man direkt aus van Driests 
Gleichungen durch Umschreiben in unsere 
Funktionen gewinnen kann. Die Rechnungen im 
einzelnen konnen hier iibergangen werden. 
Man erhalt fur die Warmeiibertragung 

G(F) = JIut exp [/y(ut - I)?] dF (6.3) 

und fur die Energiegleichung 

Y(F) = -2/Ioteq [/y(ot - I)$] 

(w Jfl.exp [ - Jr (vt - I)$] dF} dF, (6.4) 

wobei dp, = (dq/dT) dv ist. Bei dem Integral in 
der geschweiften Klammer, bei demvon der Wand 
aus integriert wird, ist zu bedenken, dass F fiir 
y + 0 logarithmisch unendlich wird. Andererseits 
wird aber U nirgends negativ; als untere Inte- 
grationsgrenze ist daher F, = (l/w) zu setzen 
(U = 0). 

Fiir die numerische Auswertung werden die 
Integrale in eine solche Form gebracht, dass 
sich Rechenungenauigkeiten wenig auswirken 
kiinnen. Auf diese Weise kann an Rechen- 
aufwand gespart werden. Das fiihrt auf die 
Formeln 

@ (F) = ad + A(fl (6.5) 

Y(F) = at&2 - wF)F + B(F). (6.6) 

Die Temperaturverteilungen werden also aus 
zwei Anteilen zusammengesetzt, wobei der 
erste dem Wert der turbulenten Prandtl-Zahl 
an der Wand proportional ist. Es zeigt sich, 
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dass dieser Anteil in beiden Fallen den Haupt- 
beitrag liefert. Die Funktionen A(F) und B(F) 
enthalten die Eintliisse der Variation von q 
mit 71, und der Schubspannungsverteilung. Es 
ergibt sich 

(6.7) 

B(F)=-2/f(ot exp[Jr(y1-1)$-J 

(- J;ev [ - Jf”‘(n - 1$‘] dF} 
- utW (1 - wF) dF. (6.8) 

1 

Diese Funktionen und die Schubspannungs- 
verteilung ~(7) wurden auf der IBM 650 
berechnet. 

In den Bildern 3a und b sind die Funktionen 
A und B fiir verschiedene Verteilungen von ut 

BILD 3a. Temperaturzusatzverteilungen. Einfluss der 
ot-Verteilung. 

BILD 3b. Temperaturzusatzverteilungen. Eir&ss der 
ot-Verteilung. 

iiber y/6 aufgetragen. Alle Verteilungen von ut 
beginnen bei y = 0 mit einem Wert utw = 0,9 
und nehmen nach aussen zu ab. Die konkave 
Verteilung Nr. 4 ist recht ausgefallen und in 
Praxis kaum zu erwarten. Den Versuchsergebnis- 
sen von Ludwieg [I] und Johnson [2] kommt die 
at-Verteilung Nr. 2 am nachsten. Die Funk- 
tionen A und B sind von z/(cf/2) (= w) abhangig. 
Aus Bild 4a und b ist zu entnehmen, dass diese 

A 

BILD 4a,b. Temperaturverteilungen. Einfluss des 
Brtlichen Reibungsbeiwertes. 

Abhangigkeit nur gering ist. Die in Bild 3 
dargestellten Ergebnisse gelten fiir d(cf/2) = 
0,04, was bei glatter Oberflache zu einer 
Reynolds-Zahl Re = U&/v = 5000 gehiirt. Der 
Fall d(cf/Z) = 0 entspricht Re = co, wahrend 
d(cf/2) = 0,08 bei turbulenter Grenzschicht an 
glatter Wand nicht auftreten kann; er ist nur 
bei rauher Oberflache mbglich. Bemerkenswert 
ist such die Ahnlichkeit der Funktionen A und 
B; B ist rund doppelt so gross wie A. 

Auf den folgenden fiinf Bildern sind die 
ausserenTemperaturverteihmgen fur die erwahn- 
ten Falle dargestellt. Bild 5 gibt @ als Funktion 
von F wieder, wahrend in Bild 6 0 iiber y/S 
aufgetragen ist. Der Grijssenvergleich von @ 
mit den Verteilungen von A bestatigt, dass das 
erste Glied in (6.5) den Hauptanteil liefert. 
Man sieht such, dass sich die verschiedenen 
Verteilungen von at nicht so stark auf @ aus- 
wirken wie auf A, doch sind die Unterschiede 
nicht belanglos. Fur ct = 1 wird A = 0 und 
@ = F; dieser Fall ist ebenfalls in Bild 5 
eingetragen. 
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BILD 5. hsere Temperaturverteilung bei WPrme- 
iibertragung. Einfluss der q-Verteilung. 

BILD 6. Aussere Temperaturverteilung bei WBrme- 
iibertragung iiber y/S. 

Eine Unschijnheit der Rechenergebnisse tritt 
in Bild 6 zu Tage. Aus (6.3) folgt mit (4.6) 
durch einen Grenziibergang y + S Q, N Ptm, 
wobei aim der Wert von (it am Rande der 
Grenzschicht ist. Fur utoo < 1 hat Q(F) deshalb 
bei F = 0 eine senkrechte Tangente. Das 
zugrunde gelegte Geschwindigkeitsprofil besitzt 
fiir y = 6 eine von Null verschiedene Neigung 
dU/dy = u,/K~ [Anhang Gl. (A.2)]; dLswegen 
weist such @ in Bild 6 eine senkrechte Tangente 
bei y = S auf, wenn qm < 1 ist. In der wirk- 
lichen Grenzschicht nghert sich U asymptotisch 

dem Wert U,, damit geht such T, iiber y 
aufgetragen, asymptotisch nach T,. Die rech- 
nerische Unrichtigkeit wirkt sich nur in der 
Umgebung von y = 6 aus und stellt lediglich 
einen Schiinheitsfehler dar. 

Der Einfluss von xi(cf/2) auf Sp ist gering, 
Bild 7. 

Bei der Eigenerwarmung vergleicht man am 
besten die Verteilung der Gesamttemperaturen 

Ts = T + U2/2cP (6.9) 

miteinander. Aus (6.6) und (4.2) ergibt sich 

cp(Ts - Tsco) Ts - Tsm 

d/(CfP> eJ2 = u&/2c, 
=(%u- 1) 

(2 - wF)F + B(F). (6.10) 

Diese Funktion ist in Bild 8 iiber y/S aufgetragen. 
Die Verteilung 2cP(Ts - Tsa)o)/Uz nimmt nur 
massige Werte an, denn es ist in roher Naherung 
(fur ut = 1 genau) T, = T,, = konst. Der 
typische Verlauf hat seine Ursache darin, dass 
die Verteilung von Ts die Integralbedingung 

j($ U(T, - Two) dy = 0 (6.11) 

erfiillen muss. Da die Eigentemperatur der Wand 
T, kleiner als Tsm ist und sich deshalb in dem 
an die Wand angrenzenden Gebiet Ts < TWI 

BILD 7. ;iussere Temperaturverteilung bei Wlrme- 
iibertragung. Einfluss des Grtlichen Reibungsbei- 

wertes. 
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BILD 8. Verteilung der Gesamttemperatur durch 
Eigene~~mung. Einfluss der ot-Verteilung. 

ergibt, erfordert (6.11) in dem ausseren Gebiet 
Ts > Tao3 Diese Erscheinung zeigt ,sich such 
bei Versuchsergebnissen und wurde von 
Schubauer und Tschen [lo] besprochen, ohne 
dass eine Erkl&ung gegeben wurde. Keine der 
bis jetzt bekannten Naherungsformeln fur die 
Temperaturverteilung bringt dieses Verhalten 
zum Ausdruck. 

Die beiden Summanden auf der rechten Seite 
von (6.10) haben gleiche Grossenordnung. Ftir 
die Gl. (6.6) gilt deshalb als Regel, dass der erste 
Summand den Hauptteil stellt. Auch hier tritt 
der erwlihnte Schonheitsfehler auf, dass die 
Temperaturverteilung bei y = 8 mit senkrechter 
Tangente einmiindet. 

Den Einfluss von t/(crf2) bei der Eigener- 
w~rmung zeigt Bild 9. ,Da die wirklichen 
Temperaturunterschiede Ts - Tsca gleich der 

BILD 9. Verteilung der ~GYksamttemperatur durch 
Eigenerwarmung. Einfluss des Wlichen Reibungsbei- 

wertes. 

dargestellten Verteilung, multipliziert mit l/(q/2) 
sind, wird Ts - Tsoo mit wachsender Reynolds- 
zahl immer kleiner und ver~hwindet fiir 
Re+ oo. 

Weitere Beispiele fiir den Einfluss der at- 
Verteilung auf (T - Tm)/ta und 2c,(Ts - Tam)/ 
d(cf/2)U$ geben die folgenden Bilder, Bilder 10 
und 11 fur ut = konst., Bilder 12 und 13 fur 
geradlinig auf uto[, = 0,5 abfa~lendes ut, Bilder 
14 und 15 fiir geradhnig auf ok = 1 steigendes 
at; der Wandwert atw ist Parameter. 

BILD 10. b;ussere Temperaturverteilung bei W&me- 
iibertragung. 

BILD 11. Verteihmg der Gesamttemperatur durch 
Eigenerw&rmung. 



BILD 12. kssere Temperaturverteilung bei Wlrme- BILD 14. iiussere Temperaturverteilung bei WLrme- 
iibertragung. ot geradlinig fallend auf otm = 0,5. iibertragung. q geradlinig steigend auf alrn = 1. 

BILD 13. Verteilung der Gesamttemperatur durch BILD 15. Gesamttemperaturverteilung durch Eigener- 
Eigenerwgrmung. q geradlinig fallend auf otm = 0,5. w&mung. q geradlinig steigend auf q xi = 1. 

7. WiiRMEthERGANGSZAHL UND RECOVERY- 
FAKTOR 

Fiir y + 0 gehen die Funktionen A und B in 
(6.5) und (6.6) in die endlichen Werte A0 und 
B. tiber. Aus (6.5) und (6.6) ergeben sich also 
fur y + 0 die asymptotischen Gesetze 

T- Tm u, - u 
-~ = a& 

tq UT 
+ Ao, (7.1) 
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Die Konstanten A o und B, sind in Bild 16a und b 
fur verschiedene Verteilungen von ut tiber utW 
aufgetragen. Durch Kombination von (7.1) mit 
dem Wandgesetz (5.2) kann T und U gleichzeitig 
eliminiert werden. Man erhalt auf diese Weise 
eine Beziehung zwischen t, und Tw - T,. 
Ftihrt man nun (5.1) wieder ein, so ergibt sich 
fur die WBrmetibergangszahl St nach (2.3) 

CfP 

T- Ta, u; - u2 

u, ua42cp = ai% u, urn + Bo. (7.2) \ 

St = utw + l/(cf/2)[A, + (Pr - mo) @‘ko)l’ 
(7.3) 



TEMPERATURVERTEILUNGEN IN DER TURBULENTEN GRENZSCHICHT 225 

Eigtntfw~rmung 
-2 

BILD 16a.b. Konstanten der asymptotischen 
Temperaturgesetze Gl. (7.1) und (7.2.). 

Ganz analog kann man (7.2) mit (5.3) kom- 
binieren und dabei gleichzeitig T und U2 
eliminieren. So ergibt sich eine Formel fur 
die Eigentemperatur Te. Durch Einsetzen in 
(2.2) bekommt man fur den Recovery-Faktor 

r = *tW + z/(cr/2>& + 

Diese beiden wichtigen 

(7.4) 

Grossen, Warmetiber- 
gangszahl und Recovery-Faktor, wurden ftir 
ftinf verschiedene Verteilungen von q berechnet 
und in Bild 17 als Funktion von utW dargestellt. 
Bei der Warmeiibergangszahl wurde das Ver- 
haltnis St/(cf/2) aufgetragen, das “Reynolds- 
Analogie-Faktor” genannt wird. Fiir Pr = 1 
und ut = 1 wird St/(cf/2) = 1 und r = 1. 
Es zeigt sich in Bild 17 ein dominierender 
Einfluss von qW, obwohl sich such schon bei 
den Werten A, und B, eine starke Abhangigkeit 
von utu, ergibt. Warmeiibergangszahl und 
Recovery-Faktor werden also hauptsachlich 

q-Verteilungen bei Bild 16 und 17 
w- 

Nr Verlauf at 

1 konstant 0ti.Y 
2 parabol. fallend slur - (gtw - W)(Y/W 
3 geradlinig fallend O&w - (% - WW) 
4 parabol. steigend Ott. + (1 - %J(YlW 
5 geradlinig steigend Glw + (1 - %J(rl8) 

I I I I I 
“%b lp 4s 47 l.p btw p 

BILD 17. Reynolds-Analogie-Faktor und Recovery- 
Faktor. Einfluss der q-Verteilung. 

durch den Wandwert utW bestimmt, der Verlauf 
von at bei grosseren Wandabstanden y bleibt 
demgegeniiber relativ unbedeutend. Dies ist 
wohl das wichtigste Ergebnis der Untersu- 
chungen. Bild 18 illustriert den Einfluss des 
ijrtlichen Reibungsbeiwertes an den ut-Vertei- 
lungen der Bilder 3 bis 8. Der Reibungsbeiwert 
und damit die Reynolds-Zahl beeinflussen den 
Recovery-Faktor und den Reynolds-Analogie- 
Faktor nur geringfiigig, was nach der schon 
gezeigten Wirkung auf die Temperaturver- 
teilungen nicht anders zu erwarten war. 

Von den in Bild 17 angenommenen ut- 
Verteilungen liegt Nr. 2 den vorliegenden 
Versuchswerten am nachsten. Der Recovery- 
Faktor ist nach Messungen in breitem Bereich 
von Mach-Zahlen und Reynolds-Zahlen zu r N 
0,88 festgestellt worden (vgl. [lo]). Der Reynolds- 
Analogie-Faktor diirfte im Mittel bei 2St/cf-1,18 
liegen (vgl. Eckert [l 11, Reynolds, Kays, Kline 
[ 121) Die vorliegenden Rechenergebnisse mit 
utw - 0,9 und Verteilung Nr. 2 stimmen mit 
diesen Angaben gut iiberein. Die Ubertrag- 
barkeit der Ludwiegschen Versuchsergebnisse 
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BILD 18. Reynolds-Analogie-Faktor und Recovery- 
Faktor. Einfluss des Grtlichen Reibungsbeiwertes. 

auf Grenzschichtstriimungen wird hierdurch 
gesttitzt. Trotzdem sind weitere Informationen 
tiber die Verteilung von ut sehr erwtinscht. 

8. TEMPERATURPROFILE BE1 
WjSRMEoBERTRAGUNG 

Im Schrifttum findet man die Temperatur- 
profile gewohnlich dimensionslos als (Tz,, - 
T)/(TW - Tm) tiber y oder y/a aufgetragen. 
Nachdem im vorigen Abschnitt eine Beziehung 
zwischen t, und Tu, - T, hergeleitet worden ist, 
kijnnen die “Temperaturprofile” in dieser Form 
aus den Busseren Temperaturverteilungen nach 
Gl. (6.5) berechnet werden zu 

Tw - T 

Tw - T, = ’ - 

in Bild 20 fur geradlinig abfallendes und in 
Bild 21 fur geradlinig steigendes ut dargestellt. 
Diese Auftragungen bringen im Prinzip nichts 
neues, sie zeigen nur die Ergebnisse in einer 
gewohnten Auftragung und ermiiglichen deshalb 
leichter, die Unterschiede bei verschiedenen 
at-Verteilungen abzuschatzen. In Bild 22 sind 
die Temperaturprofile fur verschiedene at- 
Verteilungen direkt miteinander verglichen. Diese 
Darstellung mag von Interesse sein, wenn man 
Temperatur- und Geschwindigkeitsverteilungen 
in einer Grenzschicht zu messen beabsichtigt 

Pi ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ qr qz q3 4.4 q5 qs q7 qe y/d lo 

BILD 19. Temperaturprofile bei WBrmeiibertragung. 

J?5L- a o,l qz 43 yc-*q7 48 y/d @I 

BILD 20. Temperaturprofile bei Wlrmeiibertragung. 
ot geradlinig fallend auf elan :z 0.5. 

BILD 21. Temperaturprofile bei WPrmeiibertragung. 
o( geradlinig steigend auf gIco = 1. Derartige Profile sind in Bild 19 ftir konstantes, 
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BOLD 22. Geschwindigkeitsprofii und Temperatur- 
profile bei W~rme~bertragung. 

mit dem Ziel, daraus die Gt-Verteihmg zu 
bestimmen. Die at-Verteilung hat einen mess- 
baren Einfluss auf die Temperaturprofile, doch 
muss man bei den Versuchen einige Sorgfalt 
aufwenden, wenn man reproduzierbare Ergeb- 
nisse fiir ut erhalten will. 

9. SCHLUSSBEMERKUNGEN 

Es wurde der Einfluss der turbulenten Prandtl- 
Zahl (Verhaltnis der Austauschkoeffizienten fur 
Impu~s und W~rme) auf die Temperatur- 
verteilungen in der turbulenten Grenzschicht an 
der ebenen Platte bei inkompressibler StrSmung 
rechnerisch untersucht. Fiir die beiden Falle 
“Eigenerw&mung” und ‘“Warmeiibertragung 
bei konstanter Wandtemperatur” wurden die 
Wandgesetze und die Temperaturverteilungen 
im ausseren Grenzschichtteil bei beliebigen 
Verteiiungen der turbulenten Prandtl-Zahl ange- 
geben und Warmeiibergangszahl und Recovery- 
Faktor berechnet. Aus den durchgerechneten 
Beispielen lassen sich folgende Schlussfolge- 
rungen ziehen : 

Die turbulente Prandtl-Zahi qt beeinfiusst die 
Wgrmeiibergangszahl und den Recovery- 
Faktor hauptsachlich durch ihre Werte nahe 
der Wand; der Verlauf von ut im grosserem 
Wandabstand hat verhaltnismtissig geringen 
Einfluss. 
Auch die Temperaturverteilungen werden in 
erster Linie durch die Verteilung der tur- 
bulenten Prandtl-Zahl in der NBhe der Wand 
beeinflusst. Es ist deshalb wichtig, die G&se 
von ut in WandnHhe (CT& einigermassen 
genau zu kennen. 

3. 

4. 

5. 

Der ortliche Reibungsbeiwert (die Reynolds- 
Zahl) hat geringen Einfluss auf Reynolds- 
Analogie-Faktor (Verhaltnis der Warmetiber- 
gangszahl/ortlicher Reibungsbeiwert), Re- 
covery-Faktor und Temperaturverteilungen. 
Der Vergleich der Rechenergebnisse mit 
experimentell gefundenen Werten des Re- 
covery-Faktors und des Reynolds-Analogie- 
Faktors ergibt als Schatzung atw - 0,9. 
Hiernach erscheint es zulassig, die von 
Ludwieg aus Versuchen bei Rohrstromung 
ermittelte ot-Verteilung auf turbulente 
Grenz~hichten anzuwenden. 
Die verschiedenen ~~-Vertejlungen ergeben 
rechnerische Unterschiede von messbarer 
Grosse in den Temperaturverteilungen. Urn 
die at-Verteilung aus Versuchen zuverlassig 
ermitteln zu kbnnen, sind daher aber genaue 
Messungen der Geschwindigkeits- und Tem- 
peraturverteilungen niitig. 

10. SCHRIFTTUM 
1. H. LUDWIEG, Bestimmung des Verhlltnisses der 

Austau~hk~ffizienten fiir W&me und Imp&s bei 
turbulenten Gren~chichten, Z. F~ugw~ss. 4, 73-81 
(1956). 

2. D. S. JOHNSON, Velocity and temperature fluctuation 
measurements in a turbulent boundary layer down- 
stream of a stepwise discontinuity in wail tempera- 
ture. J. Aool. Mech. Trans. ASME Ser. E. 26. 325- 
336 (1959j.’ 

3. J. C. ROTTA, Turbulent boundary layers in incom- 
pressible flow, Progr. Aero. Sci. 2, 1-219 (1962). 

4. P. S. KLEBANOFF, Characteristics of turbulence in a 
boundary layer with zero pressure gradient. NACA 
Tech. Rep. 1247 (1955). 

5. E. R. VAN DRIEST, The turbulent boundary layer with 
variable Prandtl number. H. Gortler und W. Toll- 
mien: 50 Jahre Grenzschichtfo~hung. F. Vieweg 
u. Sohn, Braunschweig (1955). 

6. J. C. ROITA, Uber den Einlluss der Mach~hen 
Zahl und des W~rme~~rgan~ auf das Wandgesetz 
turbulenter Striimung, Z. Flugwiss. 7,264-274 (1959). 

7. H. REICHARDT, Der Einflussder wandnahen Stromung 
auf den turbulenten Warmeiibergang. Mitt. MPI 
Strom. Forsch. Nr. 3, 1-63 (1950). 

8. H. B. SQUIRE, The friction temperature: A useful 
parameter in heat-transfer analysis. The Institution 
of Mechanical Engineers, General Discussion on Heat 
Transfer, 1 lth to 13th September, pp. 11-12 (1951). 

9. E. R. VAN DRIEST, On turbulent flow near a wall, 
J. Aero. Sci. 23, 1007-1011 (1956). 

10. G. B. SCHUBAUER and C. M. TCHEN, Turbulent flow. 
High Speed Aerodynamics and Jet Propulsion 5, 
75-l 95 (I 959). 

11. E. R. G. ECKERT, Survey on heat transfer at high 



228 J. C. ROTTA 

speeds. Wright Air Development Center Tech. 
Rep. 54-70 (1954). 

12. W. C. REYNOLDS, W. M. KAYS and S. J. KLINE, 

Heat transfer in the turbulent in~ompre~ible 
boundary layer. L-Constant waii tem~rature. 
NASA Memo 12-I-58W, 1-36 (1958). 

13. D. COLE& The law of the wake in the turbulent 
boundary layer, J. Fluid Mech. 1, 191-226 (1956). 

ANHANG 

Die Ge~h~ndi~eitsvert~ilung der turbu- 
lenten Grenzschicht. 

(a) Wandgesetz: 

f 
?J* 

U = u, 
. Jo 

2 dy* 
1 + \/(I + f2Ky*[1 - eXp (- y*/A)]j”)’ ‘A’i) 

diese Form hat van Driest [9] angegeben mit 
y* = Y%lV, K = 0,4, A = 26. Fi_ir grosse y* 
etgibt sich (4.1) mit C - 5,2. 

(b) Geschwindigkeitsverlustgesetz: 

F(Y/~) = -U/K) In (y/a) + (+>[2 - $Y/S>I. 

(A.21 

Die Wake-Function nach Coles [13] wurde 
durch 

w(q) = 397” - 125114 -1 183775 - 133776 + 3877’ 

(A.3) 

angenzhert. I7 = 0,375. 

Abstract-The influence of the turbulent Prandtl number (ratio of the exchange coefficients for 
momentum and heat) on the temperature distributions in the turbulent boundary layer on a fiat plate 
in incompressible flow is investigated theoretically. Two special cases are treated, viz. the case of 
“equilibrium wall tem~rature” and the case of “heat transfer at constant wall temperature”. The 
laws of the wall and the temperature distributions in the outer part of the boundary layer are given for 
arbitrary distributions of the turbulent Prandtl number. The heat-transfer coefficients and the recovery 

factors are calculated. The results are discussed. 

R&m&-On fait ici une etude thCorique de l’influence du nombre de Prandtl (rapport des coefficients 
d’&change de chaleur et de quantite de mouvement) SLIT les distributions de temperatures dans la 
couche &mite turbulente sur une plaque plane en &oulement incompressible. Deux MS particuliers 
sont trait&: le cas d’une “temp&ature de paroi en 6quilibre” et le cas d’un &change thermique avec 
tempkrature de paroi constante”. Les lois de distribution de tempkratures dans la partie extkieure 
de la couche-iimite sont donnkes, en rCgime turbulent, pour des distributions arbitraires du nombre 
de Prandtl. Les coefficients d’kchange thermique et les facteurs thermiques parietaux sont calcults. 

Les r&hats sont discutks. 

AaHoTayn~-TeopeT3i~iecKlI rIrcne~yeTc~ IEIIiRlIIIe Typ~y~eJITII~~r~ KpifTCplIfJ npFilIzTJIn 

(oTJfo~eH3fe ~o3~~3f~IfeIIToB o&eHlt TeJma 31 ~O~JfYecT~a ~~~i~~~~~~ii~) ti:t p~~pe~e~IeJf3fe 
TehfIJepaTypbI B Typ6yJIeJITJIOM IJOrp~JUfYJtOhf CJlOe ITa IIZOCliO~(r IIXIRCTHHC JIp3f TeYCJVflI 

IrecH(3IMaeMoE ~I~KOCTII. PaccsioTpeHbI ma YacTtibIxcnyYafl,a3rhfet~~o: c:ayYaii ~pamronec- 

IJOB TehUJepaTypbI CTeJIJCIf!) 33 CjryYafi (~TeIJ,7006MeAa IIpIf IIOCTOHJIJIOii TChllK'paType CTeHKJIs. 

&In IJpOM3BOJIbHbIx 3lIiZiYeHHfi Typ6yJIeHTIIOrO H[~3ITCp3ffJ Il~)all~T;IJI ;[allbI :JkiJiOlILI r)aC- 

IJpe;~e~eHIfRTeMIIepaTypbIBO ku~eIIrrIeZ1 YaCTR JlorpaJi-crsHoroe~o~. fawJ3fTaJJbI ~onrp~~3ILwelITbr 

Tennoo6hIeJra 31 BoccTaJromemH. OBcy?fcfieIJhI pe:3y~b~a~id. 


