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TEMPERATURVERTEILUNGEN IN DER TURBULENTEN
GRENZSCHICHT AN DER EBENEN PLATTE?

J. C. ROTTA
Aerodynamische Versuchsanstalt Géttingen

{Eingegangen 25 Juni 1963)

Zusammenfassung—Der Einfluss der turbulenten Prandtl-Zahl (Verhiltnis der Austauschkoeffizienten
fiir Impuls and Wirme) auf die Temperaturverteilungen in der turbulenten Grenzschicht an der ebenen
Platte bei inkompressibler Stromung wird rechnerisch untersucht. Fiir die beiden Fille *‘Eigener-
wirmung” und “Wirmeiibertragung bei konstanter Wandtemperatur” werden die Wandgesetze und
die Temperaturverteilungen im dusseren Grenzschichtteil bei beliebigen Verteilungen der turbulenten
Prandtl-Zahl angegeben und Wirmeiibertragungszahl und Recovery-Faktor berechnet. Die Ergebnisse
werden diskutiert.

BEZEICHNUNGEN

X, ¥y Koordinaten, x in Stré-
mungsrichtung, y sen-
krecht zur Wand;

u,v, mittlere  Geschwindig-
keitskomponenten;

u, v, W, Komponenten der Ge-
schwindigkeitsschwan-
kungen;

T, mittlere Temperatur;

o, Temperaturschwan-
kungen;

Te, Eigentemperatur der
Wand;

Ty, mittlere Gesamttempera-
tur, Gl. (6.9);

Ds Druckschwankungen;

Ps Dichte;

v =pufp, Zdhigkeit, kinematische
Zihigkeit;

A, Wirmeleitzahl;

Cp, Spezifische Wirme bei
konstantem Druck;

Pr. Prandtl-Zahl;

of, turbulente Prandtl-Zahl;

T, Schubspannung;

q, Wirmefluss, positiv bei

Wirmefluss in Richtung
auf die Wand;

1 Auszugsweise vorgetragen a;u}: aer GAMM-Tagung

Karlsruhe, April 1963.
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P
“(zuc) 2 (52)
Ttw Ctw

A(F), B(F),

L -8

Grenzschichtdicke ;
dy, Verdringungsdicke;

Schubspannungsge-
schwindigkeit;
Wirmestromtemperatur;

Ortlicher Reibungsbei-
wert;
Wirmetiibergangszahl
(Stanton-Zahl);
Recovery-Faktor;
Gesamtdissipation ;
turbulente Dissipation;
Geschwindigkeitsverlust-
funktion:
dimensionslose  Vertei-
lungsfunktion der Tem-
peratur bei Wirmeiiber-
tragung;

dimensionslose  Vertei-
lungsfunktion der Tem-

peratur durch Eigen-
erwirmung;
dimensionslose  Vertei-

lungsfunktion der Schub-
spannung;

Konstanten der Tempera-
turwandgesetze;
Temperaturzsusatzvertei-
lungen;
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Ao, Bo, Werte von A(F) und B(F)
fiir y - 0.
Indices
w, Wand;
o, Rand der Grenzschicht.

1. EINLEITUNG

User Wirmeiibertragung und Temperatur-
verteilung in turbulenten Grenzschichten bei
inkompressibler Strémung sind viele theore-
tische und experimentelle Arbeiten bekannt
geworden, und es liegen brauchbare Abschit-
zungsformeln vor. Indessen interessiert man
sich auch fiir weitergehende Fragen, z.B. fiir
die Wirmeiibertragung bei hohen Mach-Zahlen,
wenn die Temperatur- und Geschwindigkeits-
verteilungen in wechselseitiger Beziehung stehen,
ferner wenn bei extrem hohen Temperaturen
chemische Reaktionen auftreten, sowie wenn
zur Kiihlung ein Fremdgas aus der Oberfliche in
die Grenzschicht einstromt (Zweistoff-Grenz-
schichten). Will man die theoretische Behand-
tung derartiger Fragen in Angriff nehmen, so
muss man sich auf Erfahrungen stiitzen, die man
im einfachen Fall inkompressibler Stromung
gesammelt hat. In jedem Fall ist es wichtig, dass
man die Vorgénge bei der Wiarmeiibertragung
in inkompressibler Stromung méglichst genau
verstanden hat. Einen Beitrag hierzu zu liefern,
ist das Ziel der vorliegenden Arbeit. Sie stellt
eine Teiluntersuchung im Rahmen eines grosseren
Forschungsprogrammes iber Grenzschichten
mit Wirmeiibertragung dar.

2. AUFGABENSTELLUNG

Es werden nur so kleine Temperaturdifferen-
zen zugelassen, dass sie die Stoffwerte (Dichte p,
Zihigkeit p, Wirmeleitfdhigkeit A, spezifische
Wirme c¢p) nicht nennenswert beeinflussen. Die
Stromung bleibt dann von der Temperatur-
verteilung unabhingig. Wir nehmen deshalb
die Geschwindigkeitsverteilung als bekannt an
und setzen nur voraus, dass diese Geschwindig-
keitsverteilung die Stromungsgleichungen be-
friedigt, d.h. eine Losung der Navier—Stokesschen
Differentiaigleichungen hinreichend genau an-
nihert.

Die Aufgabensteliung beginnt mit der Frage:
Was muss man wissen, um bei gegebener

J. C.ROTTA

Verteilung der gemittelten Geschwindigkeit die
Temperaturverteilungen berechnen zu konnen.
Nun, vor allem muss man iiber den Wirme-
transport in turbulenter Strémung etwas wissen.
Es liegen theoretische und experimenteile Unter-
suchungen hieriiber vor; die praktische Behand-
lung von Aufgaben der vbrleigenden Art geht
von der durch Erfahrung gestiitzten Erkenntnis
aus, dass der Transport von Wirme &dhnlich
dem von Impuls ablduft. Der Transport von
Impuls quer zur Wand wird durch die scheinbare

Schubspannung 7, = —puv beschrieben, der
Transport von Wirme durch den turbulenten
Wirmefluss ¢, = —cpprd, wobei u und v die

Schwankungen der Geschwindigkeiten in x-
bzw. y-Richtung, ¢ die Temperaturschwan-
kungen, p die Dichte und ¢, die spezifische
Wirme bei konstantem Druck sind. Aus der
Ahnlichkeit der Transporterscheinungen folgt
die Beziehung

. — puv aU/Joy
— —_— = .
q:  — ¢cp pot? “aTjoy

mit U = mittlere Geschwindigkeit in x-Richtung,
T = mittlere Temperatur und y == Abstand von
der Wand.

In (2.1) ist o; eine dimensionslose Grosse, die
man als turbulente Prandtl-Zahl bezeichnet (in
Anlehnung an die Prandtl-Zahl Pr = cpu/A der
molekularen Transporterscheinungen).t Die
scheinbare Schubspannung kann man aus dem
Kriftegleichgewicht berechnen, wenn die Ge-
schwindigkeitsverteilung gegeben ist. Falls auch
oy, das im allgemeinen eine Funktion des Ortes
sein wird, bekannt ist, enthidlt das Gleichungs-
system fiir T, das aus Energiegleichung und (2.1)
besteht, keine wesentlichen Unbestimmtheiten

2.1

+ Unter Verwendung von Austausch-Ansitzen = ==
A,2U/8y und q, = A8T/dy ist o; = A,[A4, das Verhiltnis
der Austauschgrossen. Die  Austauschansitze selbst
werden jedoch nicht bendtigt. Die physikalische Grund-
lage von (2.1) ist der Umstand, dass die w- und &
Schwankungen im grossen #hnlichen Gesetzen unter-
Jiegen. Das Vorhandensein von Gradienten 8U/8y und
8772y ruft deshalb eine starke Korrelation zwischen den
u-und #-Schwankungen hervor; die Grossen der Schwan-
kungen stehen im gleichen Verhiltnis zueinander wie
die Gradienten. Aus der gleichzeitigen Korrelation
zwischen # und v kann man dann auf die Korrelation
zwischen # und v schliessen.
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mehr, so dass die Temperaturverteilungen mit
guter Niherung berechnet werden konnen.

Man kann o; nur aus gleichzeitigen Messungen
von Temperatur- und Geschwindigkeitsverteil-
ung bestimmen, und dabei sind die Ergebnisse
gewShnlich ziemlich ungenau, denn die Ermitt-
lung der Differentialquotienten ¢U/dy und oT/0y
aus den gemessenen Verteilungen ist stets mit
Unsicherheit behaftet., Nach vorliegenden Aus-
wertungen scheint o; immer zwischen 1/2 und 1
zu liegen. Die zuverldssigsten Werte, die aus
der Eigenerwdrmung der Strémung in einem
Rohr ermittelt wurden, stammen wohl von
H. Ludwieg [1] Man weiss aber nicht, wie weit
man diese Werte bei Grenzschichten und im
Fall der Wirmeiibertragung anwenden darf,
Fiir die Wirmeiibertragung in der Grenz-
schicht liegt ein Versuchergebnis von Johnson [2]
vor, das mit den Ludwiegschen Angaben ver-
triglich ist; die einzelnen Versuchspunkte streuen
jedoch erheblich.

Die Versuchsergebnisse sind also liickenhaft.
Daneben darf man auch den Niherungs-
charakter von (2.1) nicht {iibersehen. Die
turbulenten Transportvorginge werden z.B.
nicht nur durch die Ortlichen Gradienten
8U/dy und 9T]dy, sondern auch mit durch die
hoheren Ableitungen bestimmt. Also selbst
wenn man zuverldssige Daten von o hat, wird
bei Ubertragung auf andere Fille eine gewisse
Unsicherheit in die Rechnung einfliessen. Diese
Argumente legen nahe, das Problem einmal
umzukehren und zu fragen: Wie wirken sich
verschiedene Annahmen iiber o; auf die
Temperaturverteilungen und den Wirmeiiber-
gang aus? Zur Beantwortung dieser Fragen
sollen die Temperaturverteilungen, Eigentem-
peraturen und Wirmeiibergangszahlen fiir ver-
schiedene Verteilungen von o, berechnet werden.

Wegen der eingefithrten Beschrinkungen auf
kleine Temperaturdifferenzen ist die Energie-
gleichung linear in T, so dass man die Gesamt-
16sung aus Teilldsungen aufbauen kann. Im
folgenden sollen zwei kennzeichnende Fille
dieser Teillssungen behandelt werden. Der
erste ist die Eigenerwidrmung, die sich bei
wirmeisolierter Oberfliche einstellt (auch Ther-
mometerproblem genannt). Praktisches Interesse
hat diese Verteilung nur bei grossen Geschwin-
digkeiten. Da es sich im Vorliegenden um eine
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grundsitzliche Untersuchung handelt, gibt sie
auch bei den in Frage stehenden kleinen Ge-
schwindigkeiten Aufschliisse und fiihrt zur
Bestimmung des Recovery-Faktors

2.2)

wobei T, die Eigentemperatur der Oberfliche,
Tw und Uw Temperatur und Geschwindigkeit
ausserhalb der Grenzschicht sind.

Als zweiter Fall soll der Warmeiibergang
untersucht werden, wenn die Wandtemperatur
T, die Eigentemperatur um einen konstanten
Betrag iiberschreitet. Diese Temperaturverteilung
ergibt die Wirmeiibergangszahl oder Stanton-
Zahl fiir gleichmissige Erwdrmung der Wand

—qw

SR LR— 3
¢y pUTu — T @3)

St

3. ENERGIEGLEICHUNG
Die Temperaturverteilungen miissen der
Energiegleichung geniigen, die mit den Grenz-
schichtvereinfachungen fiir turbulente Grenz-
schichten an der ebenen Platte

o7 oT el — oT
oo (Vi Vo) =35 (~ 0074 255)

ovp
E 4 —— 3.1
+ pE+ o 3.1

lautet, wobei A die Wirmeleitfihigkeit und p die
Druckschwankungen sind. Diese Gleichung gilt
speziell fiir Stromungen idealer Gase bei
verschwindender Mach-Zahl. Die Dissipation E
der Masseneinheit setzt sich additiv aus der
direkten Dissipation w@U/dy)?, die nur in
Wandnéhe wichtig ist, und der turbulenten
Dissipation ¢ zusammen:

o 2
E=e(g) +o
wobei v = u/p die kinematische Zihigkeit ist.
Die turbulente Dissipation soll aus der Gleichung

fiir den Energichaushalt der Turbulenzbewegung
ermittelt werden. Diese Gleichung hat die Form

(3.2)

(vel. 13D
1/, oq% o —oU 9, e —
3 (U"g); + V@) T o (3 vg® + vp/p)

L,
4+ € — VQ(%Q&—}— ¥y =0, (3.3
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wobel hier ¢ = u? + v* 4 w? gesetzt wurde.
Es treten hierbei mehrere Turbulenzglieder auf,
tiber die man ohne weiteres nichts aussagen
kann; nur ue lisst sich aus der mittleren Ge-
schwindigkeitsverteilung berechnen. Um einen
Uberblick zuvermitteln, sind in Bild 1 die
einzelnen Glieder von (3.3) dargestellt, wie sie

_7.1m*
. U?ao’/v—'/’ 0
| | 22
o
416

d g
Reia | {8
S
TR ARG L, e
i ;7 S T,f?%j,zﬁ
SRS L L A Y

|

: i i ; x ! : . i
0 81 02 03 ¢4 45 06 07 48 08 10y 12

Bio 1. Zum Energiegleichgewicht der Turbulenz~
bewegung.

sich aus Messungen von Klebanoff [4] ergeben.
Dabei wurde zur Verdeutlichung bei den
grijsseren p/8-Werten der Ordinatenmassstab
zehnfach vergrossert. Der konvektive Transport
von kinematischer Schwankungsenergie, durch
den ersten Klammerausdruck von (3.3) darge-
stellt, und der Energietransport durch turbulente
Diffusion, ausgedriickt durch das dritte Glied,
werden nur im dussersten Teil der Grenzschicht
wichtig und halten sich annihernd dic Waage.
Bei der turbulenten Diffusion interessiert hiet
nur der Anteil §évq®/oy,t da die “Druck-
diffusion” &vp/éy in (3.1) wie auch in (3.3)
additiv neben der Dissipation erscheint. Der
durch das letzte Glied auf der linken Seite von
(3.3) beschriebene Energietransport durch die
Zihigkeit bekommt nur in der Unterschicht
nennenswerte Griosse. Fast iber die ganze
Grenzschicht wird die Dissipation € zum
grosseren Teil durch die Arbeit der scheinbaren
Schubspannung —up 6U/dy kompensiert. Je

B ?f)xes;:s Glied wurde auf Ei;;xr;gdér gemessenex;
Geschwindigkeitsschwankungen und des Intermittenz-
faktors abgeschitzt, vgl. [3] S. 93 ff.

J. C. ROTTA

niher man der Wand kommt, umso grosser
werden diese beiden Glieder. Die Arbeit der
scheinbaren Schubspannungen erreicht im Ab-
stand y/8 = 0,005 ihren Grosstwert von 650
{in den Einheiten von Bild 1}. In der Unter-
schicht dominiert die direkte Dissipation, sie
hat an der Wand ihren Grosstwert von 2600.
Angesichts dieser Verhdltnisse erscheint es als
gerechtfertigt, bei der Berechnung der Tempera-
turverteilungen die turbulente Dissipation plus
Druckdiffusion gleich der Arbeit der scheinbaren
Schubspannung anzunehmen, also

1 évp ( oUu ...) oU

=4V

— WU 5)7 (34)
zu setzen, Damit bekommt die Energiegleichung

die Form

or  _oT\ @ —_ T
oo (Va7 5) ~5 (o g
oU -\ oU
4 p (V‘g}‘; - uv) “é}". (3.5)

Ermittelt man wv aus der Geschwindigkeits-
verteilung (vgl. Abschnitt 4) und gibt in Gl. (2.1)
o¢ als Funktion von y vor, so tritt als einzige
Unbekannte die Temperatur T auf.

Im Falle der Eigenerwidrmung lauten die
Randbedingungen:

y=0:0Tjdy == 0;y— o0 T = T,

Bei der Wirmeiibertragung von der Platte an
die Stromung (oder umgekehrt) kann man
Lésungen der homogenen Differentialgleichung
von (3.5) verwenden:

oT ol 0 — oT
e (UGt Vo) =l A
(3.6)

Fiir den hier betrachteten Fall sind die zuge-
horigen Randbedingungen:

y=0: T~ Ty =konst.; y=» 0 1 T = I.

Damit ist die Aufgabe auch mathematisch
formuliert.

Temperaturverteilungen in turbulenten Grenz-
schichten mit veriinderlicher Prandti-Zahl wur-
den formal schon von van Driest [5] behandelt.
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Dort werden die Integrale fiir den allgemeinen
Fall angegeben, bei der weiteren Bearbeitung
wird aber fiir die Schubspannungsverteilung eine
Niherung eingefiihrt und numerisch nur der
Fall konstanter Werte fiir Pr und o; ausgewertet.
Van Driest erhilt unter diesen Annahmen
geschlossene Ausdriicke fiir Recovery-Faktor
und die Wirmeiibergangszahl. In der vorliegen-
den Arbeit wird auf geschlossene Losungen
geringer Wert gelegt; es werden deshalb keine
weiteren Vereinfachungen eingefiihrt.

4. GESCHWINDIGKEITSVERTEILUNG
Die Verteilung der gemittelten Geschwindigkeit
U wird in der Nidhe der Wand durch das univer-
selle Wandgesetz U = u, f(yu,/v) dargestellt,
das ausserhalb der Unterschicht die Form

U=u, [(1/&)InOu,/v) +C] @1

hat. Im Aussenteil gilt das “Geschwindigkeits-
verlustgesetz”

Uo — U = u, F(y/5). (4.2)

Dabei ist u, = v/(rw/p) die Schubspannungs-
geschwindigkeit, « und C sind universelle
Konstanten und f(yu,/v) und F(y/8) dimensions-
lose Funktionen von yu,/v bzw. y/8, die fiir die
Grenzschicht an der ebenen, glatten Platte als
universell angesehen werden konnen. Die wegen
(2.1) benétigte Verteilung der scheinbaren
Schubspannung ldsst sich durch

— o = 10 (19) 43)

ausdriicken; sie wird aus der Grenzschicht-

gleichung
olU oU 0 — oU
U*a; V—a'j*zé)‘)(— uv + Va—y) (4.4)
und der Kontinuititsgleichung
ou ov
Ix + Gy = 0 4.5

ermittelt. Setzt man (4.2) und (4.3) in (4.4) und
(4.5) ein, so ergibt die Integration mit » = y/é
(vgl. [3D
) =1—
[ Fdy' — e [ F*dy’ — F(p — w [; Fdy')
fi Fdn — o [; F2 dy '

(4.6)

HM 7 &
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Dabei wurde fiir u,/Us = 1/(¢j/2) = w ge-
schriecben. Diese Beziehung gilt fiir alle y
ausserhalb der Unterschicht. Die den nume-
rischen Rechnungen zugrunde gelegten Funk-
tionen sind im Anhang gegeben.

5. WANDGESETZE FUR DIE TEMPERATUR-
VERTEILUNGEN
Ahnlich wie fiir die Geschwindigkeitsver-
teilung [vgl. (4.1)] gibt es bei kleinen y-Werten
auch Wandgesetze fiir die Temperaturver-
teilungen, die auf der Voraussetzung beruhen
dass die Glieder der linken Seiten von (4.4),
(3.5) und (3.6) vernachldssigt werden konnen.
Der allgemeinere Fall fiir kompressible turbu-
lente Grenzschichten wurde vom Verfasser
bereits behandelt [6]. Schon vorher hatte
Reichardt [7] das Wandgesetz fiir den Fall der
Wirmeiibertragung angegeben. Daher kénnen
wir uns hier kurz fassen. Da sich die Giiltigkeit
der Wandgesetze nur auf eine sehr diinne
Schicht an der Wand beschrinkt, kann man die
turbulente Prandtl-Zahl o; konstant gleich dem
Wert o4, an der Wand setzen. Auch innerhalb
der Unterschicht soll o = o4, sein; dies ist
zumindest die einfachste und nichstliegende
Annahme. Tatsichlich ist iiber die Transport-
vorginge in der Unterschicht nichts bekannt.
Bei dem Fall der Wirmeiibertragung ist eine
von Squire [8] eingefiihrte Grosse ¢, zweckmdssig,
die den Namen ‘“Wirmestromtemperatur”
erhalten soll:
A

= (5.1)

Mit dieser Grosse lautet das Wandgesetz fiir
die Temperatur infolge Wirmeiibertragung (von
der Wand auf die Strémung)

tq

U P
T = Tw — tq [O‘twu— + (Pr —_ Utw) a (‘é‘))].
(5.2)

Dabei ist a(Pr/oy,) eine dimensionslose Grosse,
die ausserhalb der Unterschicht nur eine Funk-
tion des Verhiltnisses Pr/oy, (= Pr’, allgemeine
Prandtl-Zahl nach Reichardt [7]), also konstant,
ist.

Fiir die Eigenerwédrmung gilt das Temperatur-
wandgesetz
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U2

T=T,— Utwi_c—
p

(Pr_om)b(P’)

Otw

(5.3)

Dabei ist b(Pr/oi) dhnlich wie a(Pr/osy) in (5.2)
dimensionslos und ausserhalb der Unter-
schicht nur von Pr/oy, abhingig. Bei gegebener
Geschwindigkeitsverteilung in der Unterschicht
konnen a(Pr/osw) und b(Pr/os) durch Integratlon
der vereinfachten Energleglelchung (3 5) bzw.
(3.6) berechnet werden. Den in Bild 2 darge-
stellten Ergebnissen wurde eine Geschwindig-
keitsverteilung nach der von van Driest [9]
gegebenen Formel zugrunde gelegt (vgl. Anhang).
Die Gréssen ¢ und b wurden dabei fiir Pr = 0,72
(Luft) iiber oy, aufgetragen.

108 ;
a2 Pr=072 | /

m"b({{T
100

;;5 10 (?”é-%
92
/A

a8
4 ,

U515 07

’ ’

0 &, 10

BiLD 2. Konstanten der Temperaturwandgesezte Gl.
(5.2) und (5.3).

6. AUSSERE TEMPERATURVERTEILUNGEN
Nach Einfithrung der Temperaturwand-
gesetze ist es ein logischer Schritt, fiir die
Temperaturverteilungen im &dusseren Grenz-
schichtteil dimensionslose Darstellungen zu
wihlen, die sich an das Geschwindigkeits-
verlustgesetz (4.2) anlehnen. Die Wandtem-
peratur Ty, darf dabei nicht auftreten. Solche
Darstellungen sind fiir den Fall der Wirme-
iibertragung
T—-T
; = = &(y)
q

und fiir die Eigenerwidrmung

(6.1)

J. C. ROTTA

T —Tn
u Unf2cp

Wenn man diese Ansdtze und (2.1) sowie (4.3)
einfiihrt, ldsst sich die Energiegleichung fiir
die beiden Fille integrieren. Dabei kann das
Glied A&T/oy fortgelassen werden, da die
molekulare Wirmeleitung nur in der Unter-
schicht nennenswerte Grosse hat, vorausgesetzt
die Prandtl-Zahl ist von der Grossenordnung 1.
Ferner, da F ecine feste Funktion von 7% ist,
kann man @ und ¥ von (6.1) und (6.2) als
Funktion von F ausdriicken. Die Herleitung
geht dhnlich wie bei van Driest [5] und fithrt
auf Formeln, die man direkt aus van Driests
Gleichungen durch Umschreiben in unsere
Funktionen gewinnen kann. Die Rechnungen im
einzelnen ko&nnen hier libergangen werden.
Man erhilt fiir die Warmeiibertragung

= ¥(n). (6.2)

B(F) = LF o1 €Xp U:p(at — 1) %p-] dF (6.3)

und fiir die Energiegleichung

ffaen [ %]
{w fm exp [-— Ep (or — 1)%)] dF} dF, (6.4

wobei dp = (dg/dn) dy ist. Bei dem Integral in

der geschweiften Klammer, bei dem von der Wand
aus integriert wird, ist zu bedenken, dass F fiir

y— 0logarithmisch unendlich wird. Andererseits
wird aber U nirgends negativ; als untere Inte-
grationsgrenze ist daher F, = (1/w) zu setzen
U=0).

Fiir die numerische Auswertung werden die
Integrale in eine solche Form gebracht, dass
sich Rechenungenauigkeiten wenig auswirken
konnen. Auf diese Weise kann an Rechen-
aufwand gespart werden. Das fithrt auf die
Formeln

P(F) =

D (F) = apF + A(F) (6.5
¥ (F) = ou2 — wF)F + B(F). (6.6)

Die Temperaturverteilungen werden also aus
zwei Anteilen zusammengesetzt, wobei der
erste dem Wert der turbulenten Prandtl-Zahl
an der Wand proportional ist. Es zeigt sich,
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dass dieser Anteil in beiden Féllen den Haupt-
beitrag liefert. Die Funktionen A(F) und B(F)
enthalten die Einfliisse der Variation von o
mit 7, und der Schubspannungsverteilung. Es
ergibt sich

a0 [ oo [ [T~ 0 %) - o ar

6.7)
2[, (o e[ =07

{w Jjwexp [— '[:p (o¢ — 1)%7)] dF}

— o (l — wF)) dF. (6.8)

B(F) = —

Diese Funktionen und die Schubspannungs-
verteilung ¢(n) wurden auf der IBM 650
berechnet.

In den Bildern 3a und b sind die Funktionen
A und B fiir verschiedene Verteilungen von o,

g

Warmeiibertragung
A L =
% z =

— _2_—.-— —t 3 ] I

02 =

g g
0 L

40 b 05 06
-q2 4 Verteilung van 0,
Ne.1a, =03 , Nrd 6= 49-Da(yfd)
gl trecwew (8) & &=09-aalyle)+ nsfyle)”
T Ve j2=0m; Uyd, [y = 5000

BILD 3a. Temperaturzusatzverteilungen. Einfluss der
o,-Verteilung.
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iiber y/8 aufgetragen. Alle Verteilungen von o
beginnen bei y = 0 mit einem Wert o¢ = 0,9
und nehmen nach aussen zu ab. Die konkave
Verteilung Nr. 4 ist recht ausgefallen und in
Praxis kaum zu erwarten. Den Versuchsergebnis-
sen von Ludwieg [1] und Johnson [2] kommt die
or-Verteilung Nr. 2 am nidchsten. Die Funk-
tionen A und B sind von 1/(cs/2) (= w) abhingig.
Aus Bild 4a und b ist zu entnehmen, dass diese

O}
A Werfz=0 qo1 902

QZ—;‘—- i gaz///?/ TN

10 \ 0= 19-04(4l0) \
o 0z 07 g 45 g6 07 48 g 10
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97 07 43 06 05 g6 07 08 yf

BiLp 4a,b. Temperaturverteilungen. Einfluss des
ortlichen Reibungsbeiwertes.

Abhingigkeit nur gering ist. Die in Bild 3
dargestellten Ergebnisse gelten fiir 4/(cs/2) =
0,04, was bei glatter Oberfliche zu einer
Reynolds-Zahl Re = Uxd,/v = 5000 gehort. Der
Fall 4/(cs/2) = O entspricht Re = oo, wihrend
v/(¢7/2) = 0,08 bei turbulenter Grenzschicht an
glatter Wand nicht auftreten kann; er ist nur
bei rauher Oberfliche moglich. Bemerkenswert
ist auch die Ahnlichkeit der Funktionen A4 und
B; B ist rund doppelt so gross wie A.

Auf den folgenden fiinf Bildern sind die
dusseren Temperaturverteilungen fiir die erwiihn-
ten Fille dargestellt. Bild 5 gibt @ als Funktion
von F wieder, wihrend in Bild 6 @ iiber y/8
aufgetragen ist. Der Grdssenvergleich von @
mit den Verteilungen von A bestitigt, dass das
erste Glied in (6.5) den Hauptanteil liefert.
Man sieht auch, dass sich die verschiedenen
Verteilungen von o; nicht so stark auf @ aus-
wirken wie auf 4, doch sind die Unterschiede
nicht belanglos. Fiir oy =1 wird 4 =0 und
@ = F; dieser Fall ist ebenfalls in Bild 5
eingetragen.
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BiLp 6. Aussere Temperaturverteilung bei Warme-
iibertragung iiber y/8.

Eine Unschonheit der Rechenergebnisse tritt
in Bild 6 zu Tage. Aus (6.3) folgt mit (4.6)
durch einen Grenzilbergang y —> 8 @ ~ Fr,
wobei oj0 der Wert von o; am Rande der
Grenzschicht ist. Fiir o0 < 1 hat @{F) deshalb
bei F=0 cine senkrechte Tangente. Das
zugrunde gelegte Geschwindigkeitsprofil besitzt
fiir y = 8 eine von Null verschiedene Neigung
dU/dy = u,/«x8 [Anhang Gl. (A.2)]; dcswegen
weist auch @ in Bild 6 eine senkrechte Tangente
bei y = & auf, wenn o0 << 1 ist. In der wirk-
lichen Grenzschicht nihert sich U asymptotisch

J. C. ROTTA

dem Wert Us, damit geht auch 7T, iiber y
aufgetragen, asymptotisch nach Tw. Die rech-
nerische Unrichtigkeit wirkt sich nur in der
Umgebung von y = 8§ aus und stelit lediglich
einen Schonheitsfehler dar.

Der Einfluss von +/(c¢s/2) auf @ ist gering,
Bild 7.

Bei der Eigenerwirmung vergleicht man am
besten die Verteilung der Gesamttemperaturen

Ts =T+ U¥2cyp 6.9)
miteinander. Aus (6.6) und (4.2) ergibt sich
coTs — Tsw) Ts — Tsoo

== = (g,w — 1)
V(e/)UL2 u,Usxl2cp
(2 — wF)F + B(F). (6.10)
Diese Funktionist in Bild 8 iiber y/5 aufgetragen.
Die Verteilung 2cp(Ts — Tsw)/ U2 nimmt nur
missige Werte an, denn es ist in roher Ndherung
(fiir o, =1 genau) Ts = Tse = konst. Der

typische Verlauf hat seine Ursache darin, dass
die Verteilung von T's die Integralbedingung

J% UTs — Tsx)dy =0 (6.11)

erfiillen muss. Da die Eigentemperatur der Wand
T, kleiner als Tsw ist und sich deshalb in dem
an die Wand angrenzenden Gebiet 75 << Tswo

B
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L L
K 4 5 6 (bllfu 8

12
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N

BiLp 7. Aussere Temperaturverteilung bei Wirme-
iibertragung. Einfluss des ortlichen Reibungsbei-
wertes.
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Bip 8. Verteilung der Gesamttemperatur durch
Eigenerwirmung. Einfluss der o,-Verteilung,

ergibt, erfordert (6.11) in dem &dusseren Gebiet
Ts > Tswo Diese Erscheinung zeigt sich auch
bei Versuchsergebnissen und wurde von
Schubauer und Tschen [10] besprochen, ohne
dass eine Erkldrung gegeben wurde. Keine der
bis jetzt bekannten Niherungsformeln fiir die
Temperaturverteilung bringt dieses Verhalten
zum Ausdruck.

Die beiden Summanden auf der rechten Seite
von {6.10) haben gleiche Grossenordnung. Fiir
die Gl. (6.6) gilt deshalb als Regel, dass der erste
Summand den Hauptteil stellt. Auch hier tritt
der erwdhnte Schonheitsfehler auf, dass die
Temperaturverteilung bei y = § mit senkrechter
Tangente einmiindet.

Den Einfluss von 1/(cs/2) bei der Eigener-
wirmung zeigt Bild 9. ‘Da die wirklichen
Temperaturunterschiede 75 — T gleich der

12
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Bip 9. Verteilung der - Gesamttemperatur durch

Eigenerwirmung. Einfluss des ortlichen Reibungsbei-
wertes.
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dargestellten Verteilung, multipliziert mit 4/(cs/2)
sind, wird T's — T mit wachsender Reynolds-
zahl immer kleiner und verschwindet fiir

Re — .

Weitere Beispiele fiir den

Verteilung auf (T — Tw)/tg und 2¢5(Ts — Tso)/
1/(c7/2)U? geben die folgenden Bilder, Bilder 10
und 11 fiir ¢; = konst., Bilder 12 und 13 fiir
geradlinig auf o0 = 0,5 abfallendes o4, Bilder
14 und 15 fiir geradlinig auf o0 = 1 steigendes
oy; der Wandwert oy ist Parameter.

influss der o
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BiLp 10. Aussere Temperaturverteilung bei Wirme-

ibertragung.
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BiLp 11. Verteilung der Gesamttemperatur durch
Eigenerwirmung.
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BILD 12. Aussere Temperaturverteilung bei Wirme-
Ubertragung. o; geradlinig fallend auf oy, = 0,5.
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BiLp 13. Verteilung der Gesamttemperatur durch
Eigenerwirmung. o; geradlinig fallend auf o, , = 0,5.

7. WARMEUBERGANGSZAHL UND RECOVERY-
FAKTOR
Fiir y — 0 gehen die Funktionen 4 und B in
(6.5) und (6.6) in die endlichen Werte 4, und
B, tiber. Aus (6.5) und (6.6) ergeben sich also
fiir y — 0 die asymptotischen Gesetze

T-T Upo — U

P —ogp - Ao, (1.1)
tq T

T — Tw vy — U?

W Uaf2ey " w1 B 0D

BiLp 14. Aussere Temperaturverteilung bei Wirme-
itbertragung. o, geradlinig steigend auf o, = 1.
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BiLD 15. Gesamttemperaturverteilung durch Eigener-
wirmung. o; geradlinig steigend auf o,., = 1.

Die Konstanten 4, und B, sind in Bild 16a und b
fiir verschiedene Verteilungen von o; liber o4y
aufgetragen. Durch Kombination von (7.1) mit
dem Wandgesetz (5.2) kann T und U gleichzeitig
eliminiert werden. Man erhilt auf diese Weise
eine Beziehung zwischen f7; und Ty — Tw.
Fiihrt man nun (5.1) wieder ein, so ergibt sich
fiir die Wirmeiibergangszahl St nach (2.3)

crf2

= otw + V(2D Ao + (Pr — oww) a(Priow)]
(1.3)

St
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Ganz analog kann man (7.2) mit (5.3) kom-
binieren und dabei gleichzeitig T und U?
eliminieren. So ergibt sich eine Formel fiir
die FEigentemperatur T,. Durch Einsetzen in
(2.2) bekommt man fiir den Recovery-Faktor

P
r = ot + V(2B + 5 (Pr—ou)b (E;:;)
(1.4)

Diese beiden wichtigen Grossen, Wirmeiiber-
gangszahl und Recovery-Faktor, wurden fiir
fiinf verschiedene Verteilungen von o; berechnet
und in Bild 17 als Funktion von oy, dargestellt.
Bei der Wirmeiibergangszahl wurde das Ver-
hiltnis St/(cs/2) aufgetragen, das “‘Reynolds-
Analogie-Faktor” genannt wird. Fiir Pr =1
und o; =1 wird St/(c//2) =1 und r=1.
Es zeigt sich in Bild 17 ein dominierender
Einfluss von a4, obwohl sich auch schon bei
den Werten A, und B, eine starke Abhingigkeit
von oy ergibt. Wirmeiibergangszahl und
Recovery-Faktor werden also hauptsédchlich

a¢-Verteilungen bei Bild 16 und 17

Nr Verlauf o

1  konstant Oty

2 parabol. fallend ot, — (at, — 0,5)(y/3)?
3 geradlinig fallend 0ty — (08, — 0,5)(¥/3)
4  parabol. steigend 0t + (1 — o1, )(¥/3)?
5  geradlinig steigend ot + (1 — 01, )(¥/8)
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BiLp 17. Reynolds-Analogie-Faktor und Recovery-
Faktor. Einfluss der o;-Verteilung.

durch den Wandwert oz, bestimmt, der Verlauf
von oy bei grosseren Wandabstinden y bleibt
demgegeniiber relativ unbedeutend. Dies ist
wohl das wichtigste Ergebnis der Untersu-
chungen. Bild 18 illustriert den Einfluss des
ortlichen Reibungsbeiwertes an den os-Vertei-
lungen der Bilder 3 bis 8. Der Reibungsbeiwert
und damit die Reynolds-Zahl beeinflussen den
Recovery-Faktor und den Reynolds-Analogie-
Faktor nur geringfiigig, was nach der schon
gezeigten Wirkung auf die Temperaturver-
teilungen nicht anders zu erwarten war.

Von den in Bild 17 angenommenen o;-
Verteilungen liegt Nr. 2 den vorliegenden
Versuchswerten am nidchsten. Der Recovery-
Faktor ist nach Messungen in breitem Bereich
von Mach-Zahlen und Reynolds-Zahlen zu r ~
0,88 festgestellt worden (vgl. [10]). Der Reynolds-
Analogie-Faktor diirfte im Mittel bei 2St/c~1,18
liegen (vgl. Eckert [11], Reynolds, Kays, Kline
[12]) Die vorliegenden Rechenergebnisse mit
oww ~ 0,9 und Verteilung Nr. 2 stimmen mit
diesen Angaben gut iiberein. Die Ubertrag-
barkeit der Ludwiegschen Versuchsergebnisse
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BiLp 18. Reynolds-Analogie-Faktor und Recovery-
Faktor. Einfluss des ortlichen Reibungsbeiwertes.

auf Grenzschichtstromungen wird hierdurch
gestiitzt. Trotzdem sind weitere Informationen
iber die Verteilung von o; sehr erwiinscht.

8. TEMPERATURPROFILE BEI
WARMEUBERTRAGUNG

Im Schrifttum findet man die Temperatur-
profile gewohnlich dimensionslos als (T —
T)(Tw — Tw) iber y oder y/o aufgetragen.
Nachdem im vorigen Abschnitt eine Bezichung
zwischen 4 und Ty — T hergeleitet worden ist,
konnen die ‘“Temperaturprofile” in dieser Form
aus den dusseren Temperaturverteilungen nach
Gl. (6.5) berechnet werden zu

Tw—T
Ty —To L~
V/(¢1/2) L
otw + V(¢1/2)[Ao + (Pr — otw) a(Prfow)]

8.1
Derartige Profile sind in Bild 19 fiir konstantes,

ROTTA

in Bild 20 fiir geradlinig abfallendes und in
Bild 21 fiir geradlinig steigendes o; dargestelit.
Diese Auftragungen bringen im Prinzip nichts
neues, sie zeigen nur die Ergebnisse in einer
gewohnten Auftragung und erméglichen deshalb
leichter, die Unterschiede bei verschiedenen
a-Verteilungen abzuschétzen. In Bild 22 sind
die Temperaturprofile fiir verschiedene o;-
Verteilungen direkt miteinander verglichen. Diese
Darstellung mag von Interesse sein, wenn man
Temperatur- und Geschwindigkeitsverteilungen
in einer Grenzschicht zu messen beabsichtigt

' =
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BiLp 19. Temperaturprofile bei Wirmeiibertragung.
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BiLp 20. Temperaturprofile bei Warmeiibertragung.
a; geradlinig fallend auf o;,, = 0,5.
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BiLp 21. Temperaturprofile bei Wirmeltibertragung.
o, geradlinig steigend auf o, = 1.
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Birp 22. Geschwindigkeitsprofil und Temperatur-
profile bei Wirmelibertragung.

mit dem Ziel, daraus die o~Verteilung zu
bestimmen. Die op-Verteilung hat einen mess-
baren Einfluss auf die Temperaturprofile, doch
muss man bei den Versuchen einige Sorgfalt
aufwenden, wenn man reproduzierbare Ergeb-
nisse fiir o; erhalten will.

9. SCHLUSSBEMERKUNGEN

Es wurde der Einfluss der turbulenten Prandtl-
Zahl (Verhiltnis der Austauschkoeffizienten fiir
Impuls und Wirme) auf die Temperatur-
verteilungen in der turbulenten Grenzschicht an
der ebenen Platte bei inkompressibler Strémung
rechnerisch untersucht. Fiir die beiden Fille
“Eigenerwirmung” und “Wirmeiibertragung
bei konstanter Wandtemperatur” wurden die
Wandgesetze und die Temperaturverteilungen
im &dusseren Grenzschichtteil bei beliebigen
Verteilungen der turbulenten Prandtl-Zahl ange-
geben und Wirmeiibergangszahl und Recovery-
Faktor berechnet. Aus den durchgerechneten
Beispielen lassen sich folgende Schlussfolge-
rungen zichen:

1. Die turbulente Prandtl-Zahl o; beeinflusst die
Wirmeliibergangszahl und den Recovery-
Faktor hauptsidchlich durch ihre Werte nahe
der Wand; der Verlauf von o; im grosserem
Wandabstand hat verhiltnismissig geringen
Einfluss.

2. Auch die Temperaturverteilungen werden in
erster Linie durch die Verteilung der tur-
bulenten Prandtl-Zahl in der Nihe der Wand
beeinflusst. Es ist deshalb wichtig, die Grisse
von o; in Wandndhe {(os,) einigermassen
genau zu kennen.
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3. Der ortliche Reibungsbeiwert (die Reynolds-
Zahl) hat geringen Einfluss auf Reynolds-
Analogie-Faktor (Verhiltnis der Wéarmeiiber-
gangszahl/ortlicher Reibungsbeiwert), Re-
covery-Faktor und Temperaturverteilungen.
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4, Der Vergleich der Rechenergebnisse mit
experimentell gefundenen Werten des Re-
covery-Faktors und des Reynolds-Analogie-
Faktors ergibt als Schitzung o~ 0,9.
Hiernach erscheint es zuldssig, die von
Ludwieg aus Versuchen bei Rohrstrémung
ermittelte  op-Verteilung auf turbulente
Grenzschichten anzuwenden.

5. Die verschiedenen o-Verteilungen ergeben
rechnerische Unterschiede von messbarer
Grésse in den Temperaturverteilungen. Um
die op-Verteilung aus Versuchen zuverldssig
ermitteln zu konnen, sind daher aber genaue
Messungen der Geschwindigkeits- und Tem-
peraturverteilungen notig.
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ANHANG

Die Geschwindigkeitsverteilung der turbu-
lenten Grenzschicht.

(1) Wandgesetz:

y*
U = u,J
[
2dy*

14+ /(1 + 2ey*[1 — exp (— y* /A1

; (AD

J. C. ROTTA

diese Form hat van Driest [9] angegeben mit
y* =yulv, « =04, A4 =26, Fir grosse y*
ergibt sich (4.1) mit C ~ 52,

(b) Geschwindigkeitsverlustgesetz:
F(y/8) = —(1/<) In (y/8) + (IT])[2 — w(y/3)).
(A2)

Die Wake-Function nach Coles [13] wurde
durch

w(n) = 399> — 1257 4 18395 — 1337® + 3847
(A.3)
angendhert. 17 = 0,375.

Abstract—The influence of the turbulent Prandtl number (ratio of the exchange coefficients for

momentum and heat) on the temperature distributions in the turbulent boundary layer on a flat plate

in incompressible flow is investigated theoretically. Two special cases are treated, viz. the case of

“equilibrium wall temperature™ and the case of “heat transfer at constant wall temperature”. The

laws of the wall and the temperature distributions in the outer part of the boundary layer are given for

arbitrary distributions of the turbulent Prandtl number. The heat-transfer coefficients and the recovery
factors are calculated. The results are discussed.

Résumé—On fait ici une étude théorique de Pinfluence du nombre de Prandtl (rapport des coefficients
d’échange de chaleur et de quantité de mouvement) sur les distributions de températures dans la
couche limite turbulente sur une plaque plane en écoulement incompressible. Deux cas particuliers
sont traités: le cas d’une “température de paroi en équilibre™ et le cas d’un échange thermique avec
température de paroi constante”. Les lois de distribution de températures dans la partie extérieure
de Ia couche-limite sont données, en régime turbulent, pour des distributions arbitraires du nombre
de Prandtl. Les coefficients d’échange thermique et les facteurs thermiques pariétaux sont calculés.
Les résultats sont discutés.

Annoramus—TeopeTnueckl neciexvercs puansAuue TypGyienrimoro wputepns Ilpanpran
(oTnomenne nospdunuenTons ofMeHA TEIIA W KOMITYECTBA ABWHOHHA) HA panpefeleHue
TEMTEpPATYPH B TYPOYJNEHTHOM MOTPAHUYHOM CJI0€ HA TIIOCKOH INTACTHHC NPH TeueHmu
HeCHIMAaeMol IUIKOCTH, PaccMOTpeHH ABa JACTHBIX CIY4an, 4 UMEHHO: JIyuall «paBHOoBec-
HOit TeMIepaTypsl CTeHKID I ciyyall «Terzoo0MeHa npu MOCTOHHHOI TeMileparype CTeHKID.
Jlns mpousBONLHHIX BHaveHuit TypOynentHoro Hpwrepus IlpandTiun JTaUBl 3AKOUBL pac-
Tpejiene A TeMTIEPATY PHI BO BHELHeH YACTH HOTPAHMTHOTO CI0A . PaceauTanb KoapgHuuenTs
TeriooGmena i BoccraHoBuenita, O6CYMICHB PEBYILTATLL.



